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Cohomologie tangente et cup-produit
Cohomologie tangente et cup-produit pour
la quantification de Kontsevich
Dominique Manchon
Charles Torossian
Re´sume´
On a flat manifold M = Rd, M. Kontsevich’s formality quasi-
isomorphism is compatible with cup-products on tangent cohomology
spaces, in the sense that for any formal Poisson 2-tensor ~γ the deriva-
tive at ~γ of the quasi-isomorphism induces an isomorphism of graded
commutative algebras from Poisson cohomology space to Hochschild
cohomology space relative to the deformed multiplication built from
~γ via the quasi-isomorphism. We give here a detailed proof of this
result, with signs and orientations precised.
1 Introduction
L’existence d’un e´toile-produit [3] sur une varie´te´ de Poisson quelconque
est la conse´quence d’un re´sultat plus profond : le the´ore`me de formalite´ de M.
Kontsevich [7], qui e´nonce l’existence d’un quasi-isomorphisme L∞ entre les
deux alge`bres de Lie diffe´rentielles gradue´es naturellement attache´es a` une
varie´te´ diffe´rentiable M : l’alge`bre de Lie diffe´rentielle gradue´e g1 des multi-
champs de vecteurs (ou tenseurs contravariants) sur M (avec diffe´rentielle
nulle et crochet de Schouten), et l’alge`bre de Lie diffe´rentielle gradue´e g2
des ope´rateurs multi-diffe´rentiels sur M (avec diffe´rentielle de Hochschild et
crochet de Gerstenhaber).
Un tel quasi-isomorphisme L∞ fournit un proce´de´ canonique et parfaite-
ment explicite pour produire un e´toile-produit ∗ = ∗γ a` partir d’un 2-tenseur
de Poisson formel γ sur la varie´te´, et tout e´toile-produit est e´quivalent a` un
e´toile-produit obtenu de cette fac¸on ([7] § 4.4, [2] § A.2).
Les graduations de g1 et g2 sont telles qu’un e´le´ment homoge`ne de degre´
n dans g1 (resp. g2) est un (n + 1)-champ de vecteur (resp. un ope´rateur
(n + 1)-diffe´rentiel). Nous conside´rons comme dans [7] les espaces de´cale´s
g1[1] et g2[1] comme des varie´te´s formelles gradue´es pointe´es, en ce sens que
pour i = 1, 2 la structure d’alge`bre de Lie diffe´rentielle gradue´e de´finit une
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code´rivation Qi de degre´ 1 de la coge`bre sans co-unite´ S+(gi[1]) qui ve´rifie
l’e´quation maˆıtresse :
[Qi, Qi] = 0. (1.1)
L’espace de´cale´ gi[1] de´signe l’espace gi dans lequel la graduation a augmente´
d’une unite´ : ainsi un e´le´ment homoge`ne de degre´ n dans g1[1] est un (n+2)-
champ de vecteur, et un e´le´ment homoge`ne de degre´ n dans g2[1] est un
ope´rateur (n+ 2)-diffe´rentiel.
The´ore`me 1.1: Il existe un quasi-isomorphisme L∞ de la varie´te´ formelle
gradue´e pointe´e g1[1] vers la varie´te´ formelle gradue´e pointe´e g2[1], c’est-a`-
dire un morphisme de coge`bres :
U : S+(g1[1])−−→S
+(g2[1])
tel que :
U ◦Q1 = Q2 ◦ U, (1.2)
et tel que la restriction U1 de U a` g1[1] est un quasi-isomorphisme de com-
plexes de cochaˆınes1.
Le the´ore`me de formalite´ est relie´ a` la quantification par de´formation
de la manie`re suivante : par proprie´te´ universelle des coge`bres cocommuta-
tives colibres, les code´rivations Qi et le L∞-morphisme U sont entie`rement
de´termine´s par leurs coefficients de Taylor :
Qik : S
k(gi[1]) −−→ gi[2] (1.3)
Uk : S
k(g1[1]) −−→ g2[1], (1.4)
k ≥ 1, i = 1, 2, obtenus en composant Qi et U a` droite avec la projection
canonique : pi : S+(gi)−→ gi (resp. pi : S
+(g2)−→ g2). Soit m = ~R[[~]] la limite
projective des alge`bres nilpotentes de dimension finie mr = ~R[[~]]/~
r
R[[~]].
Soit ~γ = ~(γ0+~γ1+~
2γ2+· · ·) un 2-tenseur de Poisson formel infinite´simal,
c’est-a`-dire une solution dans g1⊗̂m de l’e´quation de Maurer-Cartan :
~dγ −
1
2
[~γ, ~γ] = 0, (1.5)
1D’apre`s [2] on doit remplacer le crochet de Schouten par l’oppose´ du crochet pris dans
l’ordre inverse. C’est ce que nous ferons. Ce crochet co¨ıncide avec le crochet de Schouten
modulo un signe moins lorsque deux e´le´ments impairs sont en jeu (cf. § 4.2).
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qui s’e´crit aussi de manie`re plus ge´ome´trique :
Q1(e.~γ − 1) = 0, (1.6)
ou` e.~γ − 1 est un e´le´ment de type groupe dans la m-coge`bre topologique
S+(g1[1])⊗̂m. Alors U(e
.~γ−1) est de type groupe dans la coge`bre topologique
S+(g2[1])⊗̂m, et donc :
U(e.~γ − 1) = e.~γ˜ − 1 (1.7)
avec :
~γ˜ =
∑
k≥1
~k
k!
Uk(γ
.k). (1.8)
Comme Q2 s’annule en e.~γ˜ − 1 l’e´le´ment ~γ˜ verifie l’e´quation de Maurer-
Cartan dans g2⊗̂m :
~dγ˜ −
1
2
[~γ˜, ~γ˜] = 0. (1.9)
Soit m l’ope´rateur bidiffe´rentiel de multiplication :f ⊗ g 7→ fg, et soit ∗ =
m+ ~γ˜. On rappelle ([2] § IV.3) que le cobord de Hochschild est donne´ par
d = −[m,−]. L’e´quation de Maurer-Cartan pour ~γ˜ est donc e´quivalente a`
l’e´quation :
[∗, ∗] = 0, (1.10)
qui dit que ∗ est un produit associatif sur C∞(M)[[~]].
L’e´le´ment de type groupe e.~γ − 1 de´signe “le m-point ~γ sur la varie´te´
formelle g1[1]”. Cette expression prend tout son sens ge´ome´trique si on pense
a` e.~γ − 1 comme a` la diffe´rence entre les deux mesures de Dirac δ~γ − δ0.
Dire que le champ de vecteurs impair Q1 s’annule au point ~γ, c’est dire
pre´cise´ment que la code´rivation Q1 s’annule sur e.~γ − 1.
Nous nous inte´ressons maintenant a` la diffe´rentielle U ′
~γ du morphisme de
varie´te´s formelles U . L’espace tangent a` g1[1] en ~γ s’identifie a` g1[1]⊗̂m. La
line´arisation du champ de vecteurs impair Q1 qui s’annule au point ~γ donne
un champ de vecteurs impair Q~γ sur cet espace tangent, donne´ par :
Q~γ(~δ) =
∑
n≥0
~n+1
n!
Q1n+1(δ.γ
.n), (1.11)
comme on peut le voir en extrayant le terme line´aire en δ dans l’expresssion
Q1(e.~γ+~δ − 1). L’e´quation maˆıtresse :
[Q1, Q1](e.~γ+~δ − 1) = 0 (1.12)
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permet facilement de de´duire l’e´quation maˆıtresse pour le champ line´arise´ :
[Q~γ , Q~γ ] = 0. (1.13)
Dans notre cas particulier ou` tous les coefficients de Taylor de Q1 sont nuls
sauf le deuxie`me on obtient :
Q~γ(~δ) = Q12(~γ.~δ) = ~
2[δ, γ]. (1.14)
(Voir [2] § II.4 et IV.1). On line´arise de meˆme le champ de vecteurs impair Q2
qui s’annule en ~γ˜ = U(~γ). On obtient ainsi un champ de vecteurs impair
Q~γ˜ de carre´ nul sur l’espace tangent a` g2[1] en ~γ˜ = U(~γ), qui s’e´crit :
Q~γ˜(~δ) = Q21(~δ) +Q
2
2(~γ˜.~δ) = ~[δ, ∗]. (1.15)
Les deux espaces tangents ci-dessus sont donc ainsi munis d’une structure
de complexe de cochaˆınes. La de´rive´e U ′
~γ du L∞-morphisme U est un quasi-
isomorphisme de complexes du premier espace tangent vers le deuxie`me, et
s’exprime en e´tendant pas m-line´arite´ la formule :
U ′
~γ(δ) =
∑
n≥0
~n
n!
Un+1(δ.γ
.n), (1.16)
pour δ ∈ g1[1]. L’ope´rateur de cobord Q
~γ = [−, ~γ] = −[~γ,−]Shouten est une
de´rivation gradue´e pour le produit exte´rieur ∧ des multi-champs de vecteurs
e´tendu a` g1[1]⊗̂m par m-line´arite´, par de´finition meˆme du crochet de Schouten.
Le produit exte´rieur induit donc un produit associatif et commutatif (au sens
gradue´), que nous noterons ∪, sur l’espace de cohomologie H~γ du premier
espace tangent.
On introduit un produit associatif gradue´ sur le deuxie`me espace tangent
en posant pour chaque ope´rateur k1-diffe´rentiel t1 et pour chaque ope´rateur
k2-diffe´rentiel t2 :
(t1∪t2)(a1⊗· · ·⊗ak1+k2) = t1(a1⊗· · ·⊗ak1)∗t2(ak1+1⊗· · ·⊗ak1+k2), (1.17)
ou` ∗ de´signe comme ci-dessus l’e´toile-produit associatif m+ U(~γ). La com-
patibilite´ de ce produit avec l’ope´rateur de cobord [−, ∗] est imme´diate, et
montre que le produit ∪ induit un produit associatif ∪ sur sur l’espace de
cohomologie H~γ˜ du deuxie`me espace tangent
2.
2Par rapport a` [7] chap. 8, nous nous plac¸ons dans le cas simplifie´ ou` m est suppose´e
concentre´e en degre´ ze´ro.
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The´ore`me 1.2: Dans le cas particulierM = Rd et ou` U est le L∞-morphisme
donne´ dans [7] § 6.4, la de´rive´e U ′
~γ induit un isomorphisme d’alge`bres de
l’espace de cohomologie H~γ de l’espace tangent T~γg1[1] sur l’espace de co-
homologie H~γ˜ de l’espace tangent T~γ˜g2[1]. Autrement dit pour tout couple
(α, β) de multi-champs de vecteurs tels que [α, γ] = [β, γ] = 0, on a :
U ′
~γ(α ∪ β) = U
′
~γ(α) ∪ U
′
~γ(β) +D, (1.18)
ou` D est un cobord de Hochschild pour l’alge`bre de´forme´e (C∞(M)[[~]], ∗).
Cet article re´dige´ de´but 2001 (arXiv : math/QA/0106205) est consacre´
a` la de´monstration de´taille´e de ce the´ore`me de Kontsevich. Elle repose sur
un argument d’homotopie qui est esquisse´ dans [7] au paragraphe 8.1, et
de´veloppe´ dans [1] dans le cas particulier ou` α et β sont de degre´ mini-
mal −2 dans g1[1], c’est-a`-dire appartiennent a` C
∞(M)[[~]]. Le terme de
cobord D n’apparaˆıt pas dans ce cas. Il nous paraissait important de pre´ciser
les e´le´ments de cette de´monstration vu l’importance du re´sultat et la com-
plexite´ des me´thodes imagine´es par Kontsevich. Nous mettons notamment
en valeur une composante de bord nouvelle par rapport a` l’article [1], nous
pre´cisions les orientations des varie´te´s de bord qui produisent les termes de
co-bord et clarifions certaines conventions combinatoires source de confusion.
Cet article se veut e´le´mentaire et pe´dagogique dans son approche. Signalons
aussi les travaux de Mochizuki [8] sur les structures A∞ associe´es aux struc-
tures tangentes et de Tamarkin [9] sur les structures G∞. Ces articles moins
e´le´mentaires expliquent pourquoi il est ”naturel” d’avoir un transport de
la structure associative en cohomologie (voir aussi [6] sur les structures de
Tamarkin tangentes). Pour un analogue partiel du the´ore`me 1.2 dans le cas
d’une varie´te´ quelconque on se reportera a` [4].
Conventions sur le produit exte´rieur : Soit V un espace vectoriel de
dimension finie. On identifie x1 ∧ · · · ∧ xk avec la projection :
1
k!
∑
σ∈Sk
ε(σ)xσ1 ⊗ · · · ⊗ xσk
de x1⊗· · ·⊗xk sur les tenseurs antisyme´triques. On de´finit le couplage entre
les puissances exte´rieures de V et de son dual V ∗ par la formule :
< x1 ∧ · · · ∧ xk, ξ1 ∧ · · · ∧ ξk >=
1
k!
∑
σ∈Sk
ε(σ) < xσ1, ξ1 > · · · < xσk, ξk > .
(1.19)
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L’article est organise´ de la fac¸on suivante. La partie 2 est consacre´e a` la
description de la formule de Kontsevich. La partie 3 traite de manie`re pre´cise
et comple`te l’argument d’homotopie. La partie 4 rassemble les e´le´ments pour
la de´monstration du the´ore`me 1.2.
2 Rappels sur la construction du quasi-isomorphisme
L∞
Nous rassemblons ici les faits relatifs aux graphes et aux poids introduits
par M. Kontsevich dans [7], qui permettent de construire explicitement le
L∞-quasi-isomorphisme U dans le cas ou` la varie´te´ est R
d, et de montrer
qu’il posse`de les proprie´te´s attendues. On se reportera a` [7] chap. 5 et 6 pour
les de´tails, ainsi qu’a` [2] pour la de´licate question du choix des signes.
2.1 Graphes et poids
On se place dans le cas plat M = Rd. Le L∞-quasi-isomorphisme U est
uniquement de´termine´ par ses coefficients de Taylor :
Un : S
n(g1[1]) −→ g2[1].
Si les αk sont des sk-champs de vecteurs, ils sont de degre´ sk−2 dans l’espace
de´cale´ g1[1], et donc Un(α1 · · ·αn) est d’ordre s1 + · · · + sn − 2n dans g2[1].
C’est donc un ope´rateur m-diffe´rentiel, avec :
n∑
k=1
sk = 2n+m− 2. (2.1)
Les coefficients de Taylor sont construits a` l’aide de poids et de graphes :
on de´signe par Gn,m l’ensemble des graphes e´tiquete´s et oriente´s ayant n
sommets du premier type (sommets ae´riens) et m sommets du deuxie`me
type (sommets terrestres) tels que :
1). Les areˆtes partent toutes des sommets ae´riens.
2). Le but d’une areˆte est diffe´rent de sa source (il n’y a pas de boucles).
3). Il n’y a pas d’areˆtes multiples.
Par graphe e´tiquete´ on entend un graphe Γ muni d’un ordre total sur
l’ensemble EΓ de ses areˆtes, compatible avec l’ordre des sommets. A tout
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graphe e´tiquete´ Γ ∈ Gn,m, et a` tout n-uple de multi-champs de vecteurs
α1, . . . , αn on peut associer de manie`re naturelle un ope´rateur m-diffe´rentiel
BΓ(α1 ⊗ · · · ⊗ αn) lorsque pour tout j ∈ {1, . . . , n}, αj est un sj-champ
de vecteurs, ou` sj de´signe le nombre d’areˆtes qui partent du sommet ae´rien
nume´ro j ([7] § 6.3).
L’ope´rateur BΓ(α1 ⊗ · · · ⊗ αn) est construit de la fac¸on suivante : soit
EΓ l’ensemble des areˆtes de Γ. On de´signe par {e
1
k, . . . , e
sk
k } le sous-ensemble
ordonne´ de EΓ des areˆtes partant du sommet ae´rien k. A toute application
I : EΓ → {1, . . . , d} et a` tout sommet du graphe Γ (de type ae´rien ou
terrestre) on associe l’ope´rateur diffe´rentiel a` coefficient constant :
DI(x) =
∏
e=(−,x)
∂I(e), (2.2)
ou` pour tout i ∈ {1, . . . , d} on de´signe par ∂i l’ope´rateur de de´rivation par-
tielle par rapport a` la ie`me variable. Le produit est pris pour toutes les areˆtes
qui arrivent au sommet x. Soit pour tout sommet ae´rien k, pour tout sk-
champ de vecteurs γk (ou` sk est le nombre d’areˆtes partant de k) et pour
toute application I : EΓ → {1, . . . , d} le coefficient :
γIk = γ
I(e1
k
)···I(e
sk
k
)
k =< γk, dxI(e1k) ∧ · · · ∧ dxI(e
sk
k
) > (2.3)
=< γk, dxI(e1
k
) ⊗ · · · ⊗ dxI(esk
k
) > .
On pose alors :
BΓ(γ1 ⊗ · · · ⊗ γn)(f1 ⊗ · · · ⊗ fn) =
∑
I:EΓ→{1,...,d}
n∏
k=1
DI(k)γ
I
k
m∏
l=1
DI(l)fl. (2.4)
Le coefficient de Taylor Un est alors donne´ par la formule :
Un(α1 · · ·αn) =
∑
Γ∈Gn,m
WΓBΓ(α1 ⊗ · · · ⊗ αn), (2.5)
ou` l’entier m est relie´ a` n et aux αj par la formule 2.1 ci-dessus. On e´crit
aussi :
Un =
∑
Gn
WΓBΓ, (2.6)
ou` Gn de´signe l’ensemble des graphes admissibles a` n sommets ae´riens.
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Le poids WΓ est nul sauf si le nombre d’areˆtes |EΓ| du graphe Γ est
pre´cise´ment e´gal a` 2n+m− 2. Il s’obtient en inte´grant une forme ferme´e ωΓ
de degre´ |EΓ| sur une composante connexe de la compactification de Fulton-
McPherson d’un espace de configuration qui est pre´cise´ment de dimension
2n + m − 2 ([5], [7] § 5). Il de´pend lui aussi d’un ordre sur l’ensemble des
areˆtes, mais le produit WΓ.BΓ n’en de´pend plus.
On de´signe par Confn,m l’ensemble des (p1, . . . , pn, q1, . . . , qm) ou` les pj
sont des points distincts appartenant au demi-plan de Poincare´ :
H = {z ∈ C, Im z > 0},
et ou` les qj sont des points distincts sur R vu comme le bord deH. Le groupe :
G = {z 7→ az + b avec (a, b) ∈ R et a > 0}
agit librement sur Confn,m. Le quotient :
Cn,m = Confn,m /G
est une varie´te´ de dimension 2n+m−2. On a une action naturelle des groupes
de permutations Sn et Sm sur Cn,m, de sorte qu’on peut parler de CA,B ou` A
et B sont deux ensembles finis. La compactification de Fulton-MacPherson
CA,B de CA,B est une varie´te´ a` coins qui peut se voir comme l’adhe´rence du
plongement de CA,B dans une varie´te´ compacte de grande dimension, produit
de tores T = R/2piZ et d’espaces projectifs CP 2 ([2] § I.2) :
(r1, . . . , rn+m) 7−→ (Arg(ri − rj)(i,j), [ri − rj : rj − rk : rk − ri](i,j,k)).
Pour tout graphe Γ ∈ Gn,m on construit une fonction d’angle :
ΦΓ : Cn,m −→ T
|EΓ|
de la fac¸on suivante : on trace le graphe dans H en reliant les sommets par
des ge´ode´siques pour la me´trique hyperbolique, et a` chaque areˆte e = (a, b)
on associe l’angle ϕe que fait la demi-droite verticale issue de a avec l’areˆte
e :
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ϕ
e
En choisissant un ordre sur les areˆtes ceci de´finit ΦΓ sur Cn,m et on ve´rifie
que cette application se prolonge a` la compactification. Soit ωΓ la forme
diffe´rentielle Φ∗Γ(dv) sur Cn,m ou` dv est la forme volume normalise´e sur T
|EΓ|.
La forme ωΓ se prolonge a` la compactification. Soit C
+
n,m la composante con-
nexe de Cn,m ou` les q1, . . . , qm sont range´s par ordre croissant. Les orientations
naturelles du demi-plan H et de R de´finissent une orientation de Conf+n,m, et
par passage au quotient une orientation naturelle de C+n,m, car l’action du
groupe G pre´serve l’orientation. On de´finit alors le poids WΓ par :
WΓ =
∫
C
+
n,m
ωΓ. (2.7)
Remarque : ce poids est un peu diffe´rent du poids de´fini par M. Kontsevich
dans [7] § 6.2 : nous ne multiplions pas l’inte´grale par le facteur (
∏n
k=1
1
sk!
).
Ce facteur multiplicatif est compense´ par la convention sur les produits
exte´rieurs (1.19) que nous avons adopte´e, qui diffe`re de celle de [7] § 6.3.
2.2 Permutation des areˆtes
Soit Γ un graphe admissible dans Gn,m. Le groupe Ss1 × · · · × Ssn, pro-
duit des groupes de permutations des areˆtes attache´s a` chaque sommet, agit
naturellement sur Γ par permutation de l’e´tiquetage des areˆtes. Il est clair
que l’on a :
Bσ.Γ = ε(σ)BΓ (2.8)
Wσ.Γ = ε(σ)WΓ, (2.9)
de sorte que le produit WΓ.BΓ ne de´pend pas de l’e´tiquetage.
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2.3 Stratification du bord
Une suite de configurations (Dn) tend vers un point D du bord de Cn,m
lorsque des points se confondent ou tendent vers la droite re´elle lorsqu’on
choisit pour chaque configuration un repre´sentant Rn en “position standard”,
c’est-a`-dire (par exemple), quitte a` faire agir le groupe G, un repre´sentant
tel que son diame`tre soit e´gal a` 1 et tel que l’abscisse de son barycentre soit
0.
On appelle concentration une suite (R′n) d’ensembles de points telle que
R′n ⊂ Rn, telle que le cardinal de R
′
n soit inde´pendant de n, telle que la
distance entre deux points quelconques de R′n tende vers ze´ro, et telle que si
R′n ne contient qu’un seul point, alors ce point appartient a` H mais tend vers
l’axe re´el. On appelle nuage une concentration maximale pour l’inclusion. On
remarque que, par de´finition de la position standard, un nuage ne peut pas
contenir tous les points de la configuration.
On peut alors choisir un nuage (R′n) , l’observer “au microscope”, c’est-
a`-dire faire agir un e´le´ment du groupe G (diffe´rent) sur chaque ensemble de
points R′n pour l’amener en position standard pour tout n, et recommencer
l’ope´ration ci-dessus. Le processus s’arreˆte apre`s un nombre fini d’e´tapes,
la dernie`re e´tape ne fournissant plus de nuages. Autrement dit le processus
s’arreˆte lorsque tous les points sont distingue´s individuellement et se trouvent
soit sur l’axe re´el, soit loin de l’axe re´el.
Le processus ite´ratif ci-dessus peut se de´crire a` l’aide d’un arbre enracine´.
Les sommets autres que les feuilles et la racine correspondent au nuages, les
feuilles correspondent aux points qui apparaissent a` la fin du processus. Un
sommet noir correspond a` un nuage ae´rien (ou a` un point ae´rien si c’est une
feuille), et un sommet blanc correspond a` un nuage (ou a` un point) terrestre.
La racine est par convention blanche (on conside`re l’ensemble de la config-
uration vue de loin comme un nuage terrestre), chaque sommet blanc a des
descendants blancs ou noirs, mais tous les descendants d’un sommet noir sont
noirs. Chaque arbre correspond a` une strate du bord, dont la codimension
est e´gale au nombre c(T ) de sommets interme´diaires (ni racine ni feuilles),
ou si l’on pre´fe`re, au nombre d’observations au microscope ne´cessaires. Voici
un exemple repre´sente´ a` l’aide de nuages, avec l’arbre correspondant :
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. .
Soit Confn l’ensemble des n-uplets de points distincts dans C
n. On note
Cn le quotient de Confn par l’action du groupe G
′ = {z 7→ az+b, a > 0 et b ∈
C}. C’est une varie´te´ de dimension 2n − 3, qu’il ne faut pas confondre avec
Cn,0. Le groupe de permutations Sn agit naturellement sur Cn, de sorte qu’on
peut parler de CE ou` E est un ensemble fini. Pour un arbre T comme de´crit
ci-dessus on peut de´crire la strate correspondante ∂TCn,m comme un produit
d’espaces de configuration CA,B et CE de la fac¸on suivante : on de´signe par
B l’ensemble des sommets blancs qui ne sont ni feuille ni racine, et par
N l’ensemble des sommets noirs qui ne sont ni feuille ni racine. Pour tout
sommet v qui n’est pas une feuille (mais pouvant eˆtre la racine) on de´signe
par Bv l’ensemble de ses descendants blancs et par Nv l’ensemble de ses
descendants noirs. Alors on a :
∂TCn,m =
∏
v blanc
CNv,Bv ×
∏
v noir
CNv . (2.10)
on a |N |+ n =
∑
v noir
|Nv|+
∑
v blanc
|Nv|, et |B|+m =
∑
v blanc
|Bv|. Sachant que
n est le nombre de feuilles noires et m le nombre de feuilles blanches on a
donc :
dim ∂T =
∑
v blanc
(2|Nv|+ |Bv| − 2) +
∑
v noir
(2|Nv| − 3)
= 2n+ 2|N |+m+ |B| − 2(|B|+ 1)− 3|N | (2.11)
= 2n+m− 2− |N | − |B|.
La codimension de ∂T dans Cn,m est donc e´gale au nombre total c(T ) de
sommets interme´diaires, c’est-a`-dire au nombre ne´cessaire de grossissements
au microscope.
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2.4 Principe de de´monstration du the´ore`me de for-
malite´
On reprend les notations de l’introduction : l’e´quation de formalite´ U ◦
Q1 = Q2 ◦ U se de´veloppe en une suite (En) d’e´quations exprimant le co-
efficient de Taylor Un en fonction de Q
1
2, Q
2
1, Q
2
2 et les Uk pour k < n. On
montre, en remplac¸ant U par son expression donne´e au § 2.1, que l’e´quation
(En) est e´quivalente a` : ∑
Γ∈Gn
CΓBΓ = 0 (2.12)
ou` pour Γ ∈ Gn,m le poids CΓ est donne´ par :
CΓ =
∑
T,c(T )=1
∫
∂TCn,m
+
ωΓ =
∫
∂Cn,m
+
ωΓ. (2.13)
On exprime ici que l’inte´grale sur le bord est la somme des inte´grales sur les
strates de codimension 1 convenablement oriente´es (cf. [2] chap. 1). Or dωΓ =
0. La formule de Stokes sur la varie´te´ a` coins Cn,m
+
implique l’annulation de
tous les poids CΓ, et donc le the´ore`me de formalite´ ([7] chap. 6, [2]).
3 L’argument d’homotopie
On reprend les notations de l’introduction. Il s’agit de comparer les deux
quantite´s U ′
~γ(α ∪ β) et U
′
~γ(α)∪U
′
~γ(β) en les exprimant a` l’aide de graphes
et de poids. L’ide´e est de mettre en e´vidence une famille Zt de sous-varie´te´s
a` coins de codimension 2 (pour t ∈ [0, 1]) et une forme ferme´e ω a` valeurs
dans les ope´rateurs multi-diffe´rentiels telle que∫
Z0
ω = U ′
~γ(α ∪ β) et
∫
Z1
ω = U ′
~γ(α) ∪ U
′
~γ(β).
Graˆce a` la formule de Stokes la diffe´rence entre les deux quantite´s s’exprime
alors par l’inte´grale sur Y de ω, ou` Y de´signe la re´union des bords des Zt
pour t ∈ [0, 1].
3.1 L’oeil C2,0.
Les diffe´rentes strates de C2,0 sont C2,0, C2 (lorsque les deux points se
rapprochent dans H), deux copies de C1,1 (lorsque l’un ou l’autre point se
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rapproche de R), et C0,2 (lorsque les deux points se rapprochent de R) qui
est constitue´ par deux points. On trace un chemin ξ(t) dans C2,0 tel que
ξ(0) ∈ C2 et ξ(1) ∈ C
+
0,2 : autrement dit on part de deux points confondus
dans H pour aboutir a` deux points distincts sur R.
3.2 Une famille de sous-varie´te´s de codimension deux
Soit F : C+n+2,m → C2,0 l’application surjective consistant a` oublier tous
les points sauf les deux premiers sommets ae´riens. Cette application se pro-
longe naturellement par continuite´ en F : Cn+2,m
+
→ C2,0. On de´finit alors
pour t ∈ [0, 1] :
Zt = F
−1(ξ(t)). (3.1)
Il est clair que Z0 et Z1 sont contenus dans le bord de C
+
n+2,m. Appelant Z
la re´union des Zt pour t ∈]0, 1[, et posant Y = Z ∩ ∂C
+
n+2,m on a alors
∂Z = Z0 ∐ Z1 ∐ Y. (3.2)
Il faut maintenant de´finir pre´cise´ment l’orientation des espaces de configura-
tion et des diffe´rentes strates qui interviennent. Soit Ω la forme volume sur
C+n+2,m de´finie dans [2] § I.1, obtenue par passage au quotient de la forme sur
Confn+2,m :
Ωp1,...,pn ; q1,...,qm = dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn+2 ∧ dyn+2 ∧ dq1 ∧ · · · ∧ dqm
(avec pj = xj + iyj).
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dt
dn
Z Z Z0 t 1
Z
Y
Soit dn la normale au chemin ξ dans l’oeil C2,0 telle que dn ∧ dt forme
un repe`re direct du plan dans lequel est dessine´ l’oeil (voir dessin). La forme
volume s’e´crit au voisinage d’un point quelconque de Zt :
Ω = dn ∧ dt ∧ Ω′,
ce qui de´finit une forme volume Ω′ (et donc une orientation) sur Zt. Soit Γ
un graphe admissible dans Gn+2,m, et ωΓ la forme diffe´rentielle associe´e. On
pose :
W tΓ =
∫
Zt
ωΓ (3.3)
ou`Zt est oriente´e comme ci-dessus. Cette inte´grale est nulle sauf e´ventuellement
si le nombre d’areˆtes de Γ est e´gal a` la dimension de Zt, c’est-a`-dire 2n+m.
Lemme 3.1: Le poids W 0Γ est nul si les sommets 1 et 2 sont relie´s par une
areˆte, et si 1 et 2 ne sont pas relie´s on a avec nos choix d’orientation :
W 0Γ = W∆ =
∫
Cn+1,m
+
ω∆, (3.4)
ou` ∆ est le graphe de Gn+1,m obtenu en confondant les sommets 1 et 2.
Preuve: Il n’y a pas de strate de codimension 2 contenue dans Z0. On a
donc :
◦
Z0 =
∐
c(T )=1
Z0 ∩ ∂TCn+2,m. (3.5)
D’apre`s le § I.3 les strates de codimension 1 (les faces) sont obtenues en
conside´rant une seule fois un nuage de points. Elles sont donc de deux types :
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le type 1 pour un nuage ae´rien, et le type 2 pour un nuage terrestre, qui
contient donc a` la fois des points ae´riens et des points terrestres. Il est clair
que seules les faces de type 1 ont une intersection non vide avec Z0, et que
le nuage a` conside´rer contient alors force´ment les sommets 1 et 2.
Soit A ⊂ {1, . . . , n} un tel nuage dans Cn+2,m, soit ΣA la face associe´e,
soit Γ ⊂ Gn+2,m un graphe a` 2n + m areˆtes. Soit Γ
2
A le graphe obtenu en
contractant le nuage A sur un point, et soit Γ1A le graphe interne, forme´ des
seuls points de A et des areˆtes qui relient deux points de A. On a alors :∫
ΣA∩Z0
ωΓ =
∫
CA∩Z0
ωΓ1
A
∫
Cn−|A|+3,m
+
ωΓ2
A
. (3.6)
Si les sommets 1 et 2 sont relie´s par une areˆte e, l’angle associe´ ϕe est constant
sur Z0, et donc le terme de gauche du produit s’annule. Il suffit donc de
conside´rer les graphes Γ ou` 1 et 2 ne sont pas relie´s. Soit Γ˜ le graphe Γ
auquel on a rajoute´ (en premie`re position pour l’ordre total sur les areˆtes)
une areˆte e joignant 1 a` 2. On a alors :∫
CA∩Z0
ωΓ1
A
=
∫
CA
dϕe ∧ ωΓ1
A
=
∫
CA
ωΓ˜1
A
. (3.7)
Cette dernie`re inte´grale est nulle de`s que |A| ≥ 3, d’apre`s le lemme 6.6 de
[7]. On est donc ramene´ au cas ou` le nuage n’est constitue´ que des sommets
1 et 2. Le graphe interne est re´duit a` deux points relie´s, et le graphe externe
est le graphe ∆. On a alors :∫
CA∩Z0
ωΓ1
A
∫
Cn+1,m
+
ωΓ2
A
=
∫
C2
dϕe
∫
Cn+1,m
+
ω∆. (3.8)
Il n’y a donc qu’une seule strate ΣA de codimension 1 a` conside´rer. On a
donc, en utilisant l’orientation de la strate donne´e par le lemme I.2.1 de [2] :
W 0Γ =
∫
Z0
ωΓ =
∫
ΣA∩Z0
ωΓ = −
∫
ΣA
ωΓ˜ =
−(−
∫
CA
dϕe
∫
C+n+1,m
ω∆) =
∫
C+n+1,m
ω∆, (3.9)
ce qui de´montre le lemme. Le premier signe moins vient du fait que Z0 est
oriente´e avec une normale rentrante, alors que les conventions de [2] utilisent
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la normale sortante. il vient donc d’apre`s [2] lemme I.2.1 un deuxie`me signe
moins qui annule le premier.
Conside´rons maintenant Z1. Son intersection avec les strates de codi-
mension 1 est vide, donc Z1 est une re´union de strates de codimension 2. Par
de´finition de Z1 ces strates sont des CT ou` T est un arbre du type ci-dessous :
1 2
c’est-a`-dire qu’il y a deux nuages terrestres, un contenant le sommet 1 et
l’autre contenant le sommet 2. Une telle strate s’e´crit donc :
CT = Cn1,m1 × Cn2,m2 × Cn3,m3 , (3.10)
avec n1 + n2 + n3 = n+ 2 et m1 +m2 + (m3 − 2) = m. Son intersection avec
Z1 est la composante connexe :
C+T = C
+
n1,m1
× C+n2,m2 × C
+
n3,m3
.
Les deux premiers facteurs repre´sentent les deux nuages et le dernier facteur
repre´sente la configuration “avant grossissement”. Soit Γ un graphe dans
Gn+2,m contenant 2n +m areˆtes, soient Γ
T
1 et Γ
T
2 les deux graphes internes
correspondant aux deux nuages, et soit ΓT3 le graphe externe.
Lemme 3.2: On a m3 = 2. Si Γ posse`de une ou plusieurs fle`ches sortant du
graphe interne Γ1 ou Γ2 alors W
1
Γ = 0. Dans le cas contraire on a :
W 1Γ =
∑
T
WΓT
1
WΓT
2
WΓT
3
, (3.11)
la somme portant sur tous les arbres T de´crits ci-dessus.
Preuve: Dans le premier cas, lorsqu’il existe une “mauvaise fle`che” e,
l’angle ϕe correspondant est constant sur Z1, et donc la forme diffe´rentielle a`
inte´grer s’annule ([7] § 6.4.2.2). Au signe pre`s, la deuxie`me assertion de´coule
naturellement de l’expression (3.10) donnant CT comme produit de trois
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espaces de configuration, et aussi du fait que pour inte´grer sur Z1 il suffit de
faire la somme des inte´grations sur les C+T ou` T de´crit l’ensemble des arbres
dessine´s ci-dessus. Reste a` pre´ciser les orientations pour de´montrer que le
signe annonce´ est le bon.
On oriente chaque composante C+ni,mi de la strate C
+
T par sa forme volume
Ωi, i = 1, 2, 3. Le choix de normale que nous avons fait pour le chemin ξ induit
une orientation de chacune des paupie`res de l’oeil : la paupie`re supe´rieure est
oriente´e par la normale rentrante dn1, et la paupie`re infe´rieure est orie´nte´e par
la normale sortante dn2. On s’en convainc en trac¸ant deux chemins ξ1 et ξ2
homotopes a` ξ dans C2,0, l’un se confondant avec la paupie`re supe´rieure pour
t ≥ 1/2, et l’autre se confondant avec la paupie`re infe´rieure pour t ≥ 1/2 :
ξ
ξ
1
2
ξ d
d
d
n
n
n
1
2
Demeˆme que les coins de l’oeil forment l’intersection des deux paupie`res,
la strate CT de codimension 2 est l’intersection des deux strates CT1 et CT2 de
codimension 1 obtenues respectivement en contractant seulement le nuage de
gauche (resp. de droite). D’apre`s [2] lemme I.2.2 la forme volume Ω s’e´crit :
Ω = −dn1 ∧ Ω(C
+
T1
) = (−1)lm1+l+m1+1dn1 ∧ Ω1 ∧ Ω(C
+
n2+n3,1+m2).
L’entier l de´signe le nombre de points terrestres a` gauche du nuage de gauche :
on a donc l = 0. La convention applique´e dans [2] est celle de la normale
sortante : comme dn1 est rentrante on a un signe oppose´ qui apparaˆıt par
rapport a` [2] lemme I.2.2.
On contracte maintenant le nuage de droite. On a, toujours graˆce a` [2]
lemme I.2.2 :
Ω(C+n2+n3,1+m2) = dn2 ∧ Ω(C
+
T ′) = (−1)
lm2+l+m2dn2 ∧ Ω2 ∧ Ω3,
ou` CT ′ de´signe la strate de codimension 1 de Cn2+n3,1+m2 home´omorphe a` CT ,
obtenue en contractant le nuage de droite une fois que le nuage de gauche est
de´ja` contracte´. Cette fois-ci l = 1, car il y a un point a` gauche du nuage : celui
produit par la contraction du nuage de gauche. La normale dn2 e´tant sortante
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il n’y a pas de changement de signe ici. De plus on peut manifestement
remplacer dn2 par dt pour peu que le chemin ξ arrive transversalement a` la
paupie`re infe´rieure au coin de l’oeil. On a donc finalement :
Ω = (−1)m1+1(−1)1dn1 ∧ Ω1 ∧ dn2 ∧ Ω2 ∧ Ω3 (3.12)
= dn ∧ dt ∧ Ω1 ∧ Ω2 ∧ Ω3.
Chaque strate du type T intervenant dans Z1 est donc oriente´e par Ω1∧Ω2∧
Ω3, d’ou` le lemme.
Remarque: Nous aurions pu choisir de contracter le nuage de droite avant
celui de gauche (autrement dit, nous aurions pu suivre le chemin ξ2 pour
arriver a` la strate T au lieu de suivre le chemin ξ1). Nous laissons au lecteur
le soin de ve´rifier que cette alternative donne le meˆme re´sultat.
3.3 Expression du cup-produit a` l’aide de graphes et
de poids
Les expressions suivantes constituent le premier pas de la de´monstration
du the´ore`me 1.2
Proposition 3.3: Pour tout α, β ∈ g1[1] on a :
U ′
~γ(α ∪ β) =
∑
n≥0
~n
n!
∑
Γ∈Gn+2,m
W 0ΓBΓ(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ) (3.13)
U ′
~γ(α) ∪ U
′
~γ(β) =
∑
n≥0
~n
n!
∑
Γ∈Gn+2,m
W 1ΓBΓ(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ). (3.14)
Preuve: On commence par de´montrer la premie`re assertion. On suppose
que α est homoge`ne de degre´ |α| = m1 − 1 dans g1, et que β est homoge`ne
de degre´ |β| = m2 − 1 dans g2. On rappelle que γ est homoge`ne de degre´ 1.
L’expression explicite (1.16 de U ′
~γ donne´e dans l’introduction, ainsi que l’ex-
pression explicite (2.5) des Un a` l’aide de graphes et de poids, nous donnent :
U ′
~γ(α∪β) = U
′
~γ(α∧β) =
∑
n≥0
~n
n!
∑
Γ∈Gn+1,m
WΓBΓ((α∧β)⊗γ⊗· · ·⊗γ), (3.15)
avec m = |α|+ |β|+ 2 = m1 +m2.
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Introduisons provisoirement, juste pour la suite de la de´monstration, une
classe spe´ciale de graphes : on dira que l’ordre des areˆtes d’un graphe Γ de
Gn+1,m est privile´gie´ par rapport au premier sommet si l’application qui a` une
areˆte issue du premier sommet associe son sommet d’arrive´e est croissante.
Tout graphe Γ ∈ Gn+1,m se de´duit d’un graphe privile´gie´ par application
d’une unique permutation σ des areˆtes issues du premier sommet. On notera
ε(Γ) la signature de cette permutation, et on notera Γpriv le graphe privile´gie´
naturellement associe´ au graphe Γ.
Soient Γ et Γ′ deux graphes admissibles (munis chacun d’un ordre sur leurs
areˆtes compatible avec l’ordre sur leurs sommets). La notation Γ′ → Γ signifie
que le graphe Γ se de´duit de Γ′ par compression d’un nuage de points. L’ordre
sur les areˆtes de Γ′ impose l’ordre sur les areˆtes de Γ, et re´ciproquement
l’ordre sur les areˆtes de Γ impose l’ordre sur les areˆtes de Γ′ qui sortent du
nuage.
Les graphes Γ′ donnant Γ par contraction peuvent eˆtre tre`s diffe´rents des
Γ′ donnant Γpriv par contraction sur un sommet s : on s’en convainc (voir
dessin ci-dessous) par un exemple simple dans le cas ou` s n’a pas d’areˆtes
incidentes et ou` le nuage est compose´ de deux sommets ae´riens non relie´s. Il
n’y a qu’un seul Γ′ par graphe contracte´ Γ dans ce cas-la`.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
1
2
3
1
2
3
Γ
Γ
Γ Γ
Γ Γ
’
’
privpriv
5
4
4
5
Lemme 3.4: Soit Γ0 un graphe dans Gn+1,m privile´gie´ par rapport au premier
19
D. Manchon, Ch. Torossian
sommet. Alors,
(m1 +m2)!BΓ0((α∧β)⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ) =
=
∑
Γ,Γpriv=Γ0
ε(Γ)BΓ((α ∧ β)⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)
=
∑
Γ,Γpriv=Γ0
ε(Γ)
∑
Γ′→Γ
BΓ′(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ),(3.16)
ou` la deuxie`me somme est prise sur tous les graphes Γ′ dans Gn+2,m construits
a` partir de Γ en de´doublant le sommet 1 de valence m1+m2 e´tiquete´ par α∧β
en deux sommets 1 et 2 de valencem1 et m2 respectivement, et en re´partissant
les areˆtes incidentes entre les deux sommets de toutes les manie`res possibles.
Preuve: L’identite´ bien connue sur les produits exte´rieurs (avec la conven-
tion (1.19)) :
< α ∧ β, dx1 ∧ · · · ∧ dxm1+m2 >=
1
(m1 +m2)!
∑
σ∈Sm1+m2
ε(σ) < α, dxσ1 ∧ · · · ∧ dxσm1 >< β, dxσm1+1 ∧ · · · ∧ dxσm1+m2 > (3.17)
montre que l’on a pour toute application I de EΓ′ dans {1, . . . , d} :
(α ∧ β)I1 =
1
(m1 +m2)!
∑
σ∈Sm1+m2
ε(σ)αI◦σ1 β
I◦σ
2 . (3.18)
On remplace alors BΓ0((α∧β)⊗γ⊗· · ·⊗γ) par son de´veloppement explicite
donne´ par 2.4. L’utilisation de la formule de Leibniz fait alors apparaˆıtre une
et une seule fois tous les graphes Γ′ → Γ de´crits ci-dessus (par re´partition des
areˆtes incidentes entre les sommets 1 et 2). Le groupe Sm1+m2 agit librement
transitivement sur l’ensemble des graphes Γ tels que Γpriv = Γ0, et le signe
ε(Γ) est e´gal a` la signature ε(σ) ou` σ est la permutation telle que Γ = σΓ0.
Sachant que l’on a WΓ = ε(Γ)WΓ0, on de´duit du lemme pre´ce´dent et du
lemme 3.2 :∑
Γ,Γpriv=Γ0
WΓBΓ((α∧β)⊗γ⊗· · ·⊗γ) =
∑
Γ,Γpriv=Γ0
∑
Γ′→Γ
W 0Γ′BΓ′(α⊗β⊗γ⊗· · ·⊗γ).
(3.19)
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On en de´duit la premie`re assertion de la proposition en sommant sur tous les
graphes Γ de Gn+1,m pour un n donne´, en multipliant par
~n
n!
et en sommant
sur les entiers n.
Suite de la de´monstration de la proposition (deuxie`me assertion)
: les e´galite´s (1.16), (1.17) et (2.5) nous donnent :
U ′
~γ(α) ∪ U
′
~γ(β)(f1 ⊗ · · · ⊗ fm1+m2) =
∑
k,l≥0
hk+l
k!l!
∑
Γ1∈Gk+1,m1
Γ2∈Gl+1,m2
WΓ1WΓ2
BΓ1(α⊗γ⊗· · ·⊗γ)(f1⊗· · ·⊗fm1)∗BΓ2(β⊗γ⊗· · ·⊗γ)(fm1+1⊗· · ·⊗fm1+m2).
(3.20)
De´veloppant le produit ∗ a` l’aide de (1.8) et (2.5) on obtient :
U ′
~γ(α) ∪ U
′
~γ(β)(f1 ⊗ · · · ⊗ fm1+m2) =
∑
k,l,r≥0
hk+l+r
k!l!r!
∑
Γ1∈Gk+1,m1
Γ2∈Gl+1,m2
Γ3∈Gr,2
WΓ1WΓ2WΓ3
BΓ3(γ ⊗ · · · ⊗ γ)
(
BΓ1(α⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(f1 ⊗ · · · ⊗ fm1) ⊗
⊗BΓ2(β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(fm1+1 ⊗ · · · ⊗ fm1+m2)
)
. (3.21)
Rappelons que toute strate CT de codimension 2 incluse dans Z1 induit une
de´composition d’un graphe Γ ∈ Gn+2,m en deux graphes internes Γ1 ∈ Gn1,m1 ,
Γ2 ∈ Gn2,m2 et un graphe externe Γ3 ∈ Gn3,m3. Compte tenu des degre´s re-
spectifs de α, β et γ les graphes Γ intervenant dans le membre de droite
de la deuxie`me e´galite´ de la proposition 3.3 ve´rifient m3 = 2 pour toute
de´composition de ce type : autrement dit pour toute strate CT de codimen-
sion 2 incluse dans Z1 les deux nuages absorbent tous les points terrestres.
Re´ciproquement, un triplet (Γ1,Γ2,Γ3) de graphes comme dans la formule
ci-dessus provient d’un “grand” graphe Γ ∈ Gn+2,m avec n = k + l + r,
m = m1 +m2.
Reste le proble`me du de´nombrement de tous les Γ donnant un triplet
(Γ1,Γ2,Γ3) fixe´ : on construit Γ a` partir de ces trois composantes en choisis-
sant la manie`re de “brancher” Γ3 sur Γ1 et Γ2, et en choisissant un ordre sur
les sommets ae´riens de Γ compatible avec l’ordre des sommets ae´riens de Γi
pour i = 1, 2, 3. Il y a |Bk,l,r| =
(k + l + r)!
k!l!r!
choix possibles de tels ordres, et
les choix de branchements apparaissent tous par application de la re`gle de
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Leibniz lorsqu’on remplace les BΓi par leur expression explicite donne´e par
(2.4). Le lemme 3.2 permet alors de conclure. La proposition 3.3 est donc
de´montre´e.
3.4 Le coˆte´ du cylindre : e´tude de Y .
On peut voir le bord de Z comme un cylindre borne´ (une boˆıte de con-
serve) dont Z0 serait le couvercle supe´rieur, Z1 le couvercle infe´rieur et Y le
coˆte´. Il n’y a pas de strates de codimension 2 incluses dans Y , donc l’inte´rieur
de Y est constitue´ par la re´union des Z ∩ ∂TCn+2,m avec c(T ) = 1, intersec-
tion de Y avec les diffe´rentes strates de codimension 1. On peut distinguer ici
quatre types de strates, suivant la position des sommets 1 et 2 par rapport
au nuage :
.
.
.
1
.
.
.   .  .     .
2
.
.
.   .  .     .
2
.
.
.
1
.   .  .     .
.
.
.
.
.1
2
.
.
.   .  .     .
2
1
.
.
.
              Cas 1 Cas 2
Cas 3 terrestre
.
.
.
.
.
.
. .   .  . .
.
.
.
.
.
2
1
      Cas 4
Cas 3 aerien
Cas 1 : le nuage contient le sommet 1 et ne contient pas le sommet 2.
Cas 2 : le nuage contient le sommet 2 et ne contient pas le sommet 1.
Cas 3 : le nuage ne contient ni le sommet 1 ni le sommet 2.
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Cas 4 : le nuage contient a` la fois les sommets 1 et 2.
Dans les cas 1 et 2 le nuage est force´ment ae´rien, car le chemin choisi
dans l’oeil C2,0 ne rencontre aucune des deux copies de C1,1. Dans le cas 3 le
nuage peut eˆtre ae´rien ou terrestre. enfin dans le cas 4 le nuage est force´ment
terrestre : s’il e´tait ae´rien la strate serait contenue dans F−1(C2) qui est
d’intersection vide avec Y . Une telle strate contient alors le chemin en entier,
en ce sens que l’on a :
CT ∩ Y = (F |CT
)−1(ξ([0, 1])).
4 De´monstration du the´ore`me 1.2.
4.1 L’inte´grale sur Y comme cobord de Hochschild.
Soit pour tout graphe Γ dans Gn+2,m le poids W
′′
Γ de´fini par :
W ′′Γ =
∫
Y
ωΓ (4.1)
ou` le bord Y de Z est oriente´ par la normale sortante. D’apre`s la formule de
Stokes on a : ∫
∂Z
ωΓ = −W
0
Γ +W
1
Γ +W
′′
Γ = 0. (4.2)
Le the´ore`me de´coulera donc imme´diatement de la proposition 3.3 et de la
proposition suivante :
Proposition 4.1: Soit γ un 2-tenseur de Poisson formel, soit ∗ l’e´toile-
produit construit a` partir de γ a` l’aide du L∞-quasi-isomorphisme U , soient
α un k1-champ de vecteurs et β un k2-champ de vecteurs. Alors on a avec
m = k1 + k2 :∑
n≥0
~n
n!
∑
Γ∈Gn+2,m
W ′′ΓBΓ(α⊗β⊗γ⊗· · ·⊗γ) =
∑
n≥0
~n
n!
∑
∆∈Gn+2,m−1
W˜∆[∗,B∆(α⊗β⊗γ⊗· · ·⊗γ)]
(4.3)
−
∑
n≥0
~n
n!
∑
∆∈Gn+1,m
W˜∆
(
B∆([α, γ]⊗β⊗γ⊗· · ·⊗γ)+(−1)
k1B∆(α⊗[β, γ]⊗γ⊗· · ·⊗γ)
)
,
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ou` W˜∆ de´signe l’inte´grale de ω∆ sur l’image re´ciproque de ξ([0, 1]) par l’ap-
plication oubli F : Cn+2,m−1 → C2,0 ou F : Cn+1,m → C2,0.
Preuve: On va montrer ceci en de´composant W ′′Γ en somme de termes W
T
Γ
d’inte´grations sur chacune des strates CT de codimension 1 rencontrant Z,
qui sont de quatre types diffe´rents (voir § 3.3). On rappelle que, suivant [2]
§IV.2, on doit pour que le the´ore`me de formalite´ soit ve´rifie´ remplacer le
crochet de Schouten par une petite modification de celui-ci, de´finie par :
[γ1, γ2] = −[γ2, γ1]Schouten. (4.4)
C’est ce crochet modifie´ qui est utilise´ ici dans l’e´criture des deux derniers
termes de (4.3). Les paragraphes suivants constituent la de´monstration de
la proposition 3.3. On examine pre´cisemment la contribution de chacune des
strates de´crites en §3.4.
4.2 L’inte´gration sur une strate de type 1 ou 2.
On conside`re le type 1, le type 2 se traite de la meˆme manie`re. Le
nuage est ae´rien et contient le sommet 1 (e´tiquete´ par α). On peut supposer
que le nuage ne comporte que deux points, car pour un nombre de points
supe´rieur l’inte´grale de ωΓ sur la strate correspondante s’annule, d’apre`s [7]
Lemma 6.6. On reprend la terminologie et les notations du § 3.3.
Lemme 4.2: Soit ∆0 un graphe dans Gn+1,m privile´gie´ par rapport au pre-
mier sommet. Alors,
(k1+k2−1)!B∆0([γ1, γ2]⊗γ3⊗· · ·⊗γn+2) =
∑
∆,∆priv=∆0
ε(∆)B∆([γ1, γ2]⊗γ3⊗· · ·⊗γn+2)
= (−1)(k1−1)k2
∑
∆,∆priv=∆0
ε(∆)
∑
Γ→∆
BΓ(γ1 ⊗ · · · ⊗ γn+2), (4.5)
ou` la deuxie`me somme est prise sur tous les graphes Γ dans Gn+2,m construits
a` partir de ∆ en de´doublant le sommet 1 de valence k1 + k2 − 1 e´tiquete´ par
[γ1, γ2] en deux sommets 1 et 2 de valence k1 et k2 respectivement, en trac¸ant
une areˆte de 1 vers 2 ou de 2 vers 1, et en re´partissant les areˆtes incidentes
entre les deux sommets de toutes les manie`res possibles.
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Preuve: La formule ge´ne´rale pour le crochet de Schouten modifie´ est la
suivante :
[ξ1 ∧ · · · ∧ ξk1, η1 ∧ · · · ∧ ηk2 ] = −[η1 ∧ · · · ∧ ηk2 , ξ1 ∧ · · · ∧ ξk1]Schouten
=
k1∑
r=1
k2∑
s=1
(−1)r+s+1[ηs, ξr] ∧ η1 ∧ · · · ∧ η̂s ∧ · · · ∧ ηk2 ∧ ξ1 ∧ · · · ∧ ξ̂r ∧ · · · ∧ ξk1
=
k1∑
r=1
k2∑
s=1
(−1)r+s+(k1−1)(k2−1)[ξr, ηs]∧ξ1∧· · ·∧ξ̂r∧· · ·∧ξk1∧η1∧· · ·∧η̂s∧· · ·∧ηk2 .
(4.6)
On rappelle ([2] § II.4, IV.1 et IV.2) que le deuxie`me coefficient de Taylor de
la code´rivation Q1 de S+(g1[1]) ve´rifie :
Q12(γ1.γ2) = (−1)
(k1−1)k2 [γ1, γ2], (4.7)
soit, avec γ1 = ξ1 ∧ · · · ∧ ξk1 et γ2 = η1 ∧ · · · ∧ ηk2 :
Q12(γ1.γ2) =
k1∑
r=1
k2∑
s=1
(−1)r+s+k1−1[ξr, ηs]∧ξ1∧· · ·∧ξ̂r∧· · ·∧ξk1∧η1∧· · ·∧η̂s∧· · ·∧ηk2 .
On peut supposer que ξ1 = f∂i1 , ξr = ∂ir pour r > 1, η1 = g∂j1 et ηs = ∂js
pour s > 1. On a alors, toujours d’apre`s [2] § IV.2 :
Q12(γ1.γ2) = γ1 • γ2 + (−1)
k1k2γ2 • γ1, (4.8)
avec :
γ1 • γ2 =
k1∑
r=1
(−1)r−1f∂irg∂i1 ∧ · · · ∧ ∂̂ir ∧ · · · ∧ ∂ik1 ∧ ∂j1 ∧ · · · ∧ ∂jk2 . (4.9)
Le lemme de´coulera donc directement de la formule suivante :
(k1 + k2 − 1)!B∆0((γ1 • γ2)⊗ γ3 ⊗ · · · ⊗ γn+2) =∑
∆,∆priv=∆0
ε(∆)B∆((γ1•γ2)⊗γ3⊗· · ·⊗γn+2) =
∑
∆,∆priv=∆0
ε(∆)
∑
Γ→∆
BΓ(γ1⊗· · ·⊗γn+2),
(4.10)
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ou` la somme interne porte sur les Γ→ ∆ tels que la fle`che reliant les sommets
1 et 2 est issue du sommet 1. On de´duit de (4.9) la formule pour un coefficient
quelconque du multi-tenseur γ1 • γ2 :
(γ1 • γ2)
u1···uk1+k2−1 =
1
(k1 + k2 − 1)!
∑
σ∈Sk1+k2−1
ε(σ)
d∑
v=1
k1∑
r=1
(−1)r−1γ
uσ1 ···uσr−1vuσr ···uσk1−1
1 ∂v(γ2)
uσk1
···uσk1+k2−1 . (4.11)
Le groupe Sk1+k2−1 agit librement transitivement sur l’ensemble des graphes
∆ tels que ∆priv = ∆0, et le signe ε(∆) est e´gal a` la signature ε(σ) ou` σ est la
permutation telle que ∆ = σ∆0. La formule (4.10) se de´duit alors de (4.7),
(4.8) et (4.11). Le lemme se de´duit imme´diatement de (4.10) du fait que le
signe (−1)k1k2 apparaˆıt lorsque l’on e´change les deux premiers sommets et
qu’on re´ordonne les areˆtes de manie`re compatible avec ce nouvel ordre sur
les sommets.
Corollaire 4.3: Soit CT la strate de codimension 1 de Cn+2,m
+
correspondant
au rapprochement des deux premiers sommets, oriente´e avec la convention de
la normale sortante comme dans [2] § I.2.1. Soit W TΓ l’inte´grale de la forme
ωΓ sur la strate CT ∩ Y , ou` Γ est un graphe admissible. On a alors :∑
∆,∆priv=∆0
W˜∆B∆([γ1, γ2]⊗ γ3 ⊗ · · · ⊗ γn+2)
= (−1)(k1−1)k2
∑
∆,∆priv=∆0
∑
Γ→∆
W TΓ BΓ(γ1 ⊗ · · · ⊗ γn+2), (4.12)
la somme e´tant prise sur tous les graphes Γ obtenus a` partir de∆ en de´doublant
le premier sommet et en trac¸ant une areˆte d’un sommet vers l’autre.
Preuve: La strate CT correspond au grossissement au microscope d’un
nuage ae´rien. On peut supposer que le nuage n’est compose´ que de deux
points a et b, en vertu du lemme 6.6 de [7]. l’un de ces sommets est le
sommet 1 ou 2, l’autre est un sommet diffe´rent de 1 et 2. On a :
CT ∼ C2 × Cn+1,m,
et :
CT ∩ Y ∼ C2 × Z˜,
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ou` Z˜ est l’image re´ciproque de ξ(]0, 1[) par l’application oubli de Cn+1,m dans
C2,0. La strate CT est oriente´e par −Ω1 ∧Ω2, d’apre`s [2] § I.2.1. On a donc :∫
CT∩Y
ωΓ = −
∫
C2
ωΓ1
∫
Z˜
ω∆,
ou` Γ1 est le graphe interne et ∆ le graphe externe. Cette inte´grale s’annule
sauf e´ventuellement si les deux points a et b sont relie´s par une areˆte. Dans
ce cas on a donc W˜∆ = −W
T
Γ .
Le corollaire est alors une conse´quence directe du lemme 4.2 et du fait
que l’on a W˜∆ = ε(∆)W˜∆priv.
Le cas d’une strate de type 1 se traite donc en posant γ1 = α, γ2 = γ,
γ3 = β et γj = γ pour j ≥ 4. Donc avec les notations du lemme le degre´ de
γ2 vaut 2.
Pour une strate de type 2 ; on e´change donc les positions de α et β ce qui
fournit un signe (−1)k1k2 . On applique le lemme pour γ1 = β γ2 = γ, γ3 = α
et γj = γ pour j ≥ 4. On e´change a nouveau les position de [β, γ] et α ce
qui produit le signe (−1)(k2+1)k1 . Le produit des signes est donc (−1)k1. La
somme des deux contributions fournit le dernier terme dans le membre de
droite de l’e´galite´ dans l’e´nonce´ de la proposition 4.1
4.3 L’inte´gration sur une strate de type 3 ae´rien.
Le corollaire 4.2 s’applique e´galement aux strates de type 3 ae´rien en
posant γ1 = γ2 = γ : comme on a [γ, γ] = 0 la contribution de ces strates est
nulle.
4.4 L’inte´gration sur les strates de type 3 terrestre.
Soit Y3t la re´union des Y ∩CT ou` CT est une strate de type 3 terrestre
(voir §3.4). posons :
W
(3t)
Γ =
∫
Y3t
ωΓ.
On a alors :
Lemme 4.4:∑
n≥0
~
n
n!
∑
Γ∈Gn+2,m
W
(3t)
Γ BΓ(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(f1 ⊗ · · · ⊗ fm) =
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=
∑
n≥0
~n
n!
∑
∆∈Gn+2,m−1
W˜∆B∆(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)((f1 ∗ f2 ⊗ · · · ⊗ fm)− · · ·
+(−1)m−2(f1 ⊗ · · · ⊗ fm−1 ∗ fm)). (4.13)
Preuve: Soit Γ ∈ Gn+2,m, soit T une strate de type 3 terrestre et soit
W TΓ l’inte´grale de la forme ωΓ sur CT ∩ Y . Chaque sommet ae´rien du graphe
interne est e´tiquete´ par le 2-tenseur γ, donc il posse`de 2n1 fle`ches, ou` n1 est
le nombre de sommets ae´riens de ce graphe. Pour que W TΓ soit non nul il faut
qu’aucune fle`che ne sorte du graphe interne, et il faut donc aussi que m1 = 2,
ou` m1 est le nombre de points terrestres du nuage. Les points terrestres du
nuage sont donc {i, i+ 1} ou` i est un entier entre 1 et m−1. On a donc ainsi
une partition de l’ensemble des strates du type 3 terrestre en m− 1 groupes
Ei, i = 1, . . . , m − 1. En sommant sur tous les graphes tels que le graphe
externe soit un ∆ ∈ Gn+2,m−1 donne´ et tels que le graphe interne s’obtient
par e´clatement du sommet terrestre i, on trouve donc :∑
Γ∈Gn+p+2,m ,Γ→∆
~
p
p!
1
|Bn,p|
∑
CT∈Ei
W TΓ BΓ(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(f1 ⊗ · · · ⊗ fm) =
±W˜∆B∆(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(f1 ⊗ · · · ⊗ fi ∗ fi+1 ⊗ · · · ⊗ fm). (4.14)
Comme les sommets 1 et 2 sont immuables il y a en effet |Bn,p| = (n +
p)!/(n!p!) choix possibles d’ordre sur les sommets ae´riens de Γ qui redonnent
l’ordre du graphe interne et du graphe externe (voir la discussion a` la fin du
§ 3.3). En sommant sur tous les ∆ dans Gn+2,m a` n fixe´, en multipliant par
~n/n! et en sommant la se´rie on obtient alors :∑
r≥0
~
r
r!
∑
Γ∈Gr+2,m
∑
CT∈Ei
W TΓ BΓ(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(f1 ⊗ · · · ⊗ fm) =
±
∑
n≥0
~n
n!
∑
∆∈Gn+2,m−1
W˜∆B∆(α⊗β⊗γ⊗· · ·⊗γ)(f1⊗f2⊗· · ·⊗fi∗fi+1⊗· · ·⊗fm).
(4.15)
Pre´cisons maintenant le signe ± en regardant les orientations : si on de´cide
d’orienter Y ∩ CT dans CT par sa normale sortante :
ΩCT = dn ∧ ΩY ∩CT ,
on a alors :
Ω = dn′ ∧ dn ∧ ΩY ∩CT ,
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ou` dn′ est la normale sortante de la strate CT dans l’espace de configura-
tion Cn+2,m
+
. D’apre`s [2] § I.2.2 la forme ΩCT est le produit exte´rieur de
la “forme volume interne” par la “forme volume externe” multiplie´ par le
signe (−1)(i−1)2+(i−1)+2 = (−1)i−1. On obtient alors le lemme (avec les signes
alterne´s comme indique´) en sommant sur tous les groupes de strates Ei.
On reconnaˆıt dans le membre de gauche un cobord de Hochschild pour la
multiplication de´forme´e ∗, aux deux termes extreˆmes pre`s. Ces deux termes
vont eˆtre donne´s par les strates de type 4 :
4.5 L’inte´gration sur une strate de type 4.
Soit Y4 la re´union des Y ∩ Σ ou` Σ est une strate de type 4 (voir § 3.4).
Posons :
W
(4)
Γ =
∫
Y4
ωΓ.
On a alors :
Lemme 4.5:∑
n≥0
~n
n!
∑
Γ∈Gn+2,m
W
(4)
Γ BΓ(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(f1 ⊗ · · · ⊗ fm) =
−
∑
n≥0
~n
n!
( ∑
∆∈Gn+2,m−1
f1 ∗ W˜∆B∆(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(f2 ⊗ · · · ⊗ fm) +
(−1)mW˜∆B∆(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)(f1 ⊗ · · · ⊗ fm−1) ∗ fm
)
. (4.16)
Preuve: Soit Γ ∈ Gn+2,m, soit T une strate de type 4 et soit W
T
Γ l’inte´grale
de la forme ωΓ sur cette strate. Chaque sommet ae´rien du graphe externe est
e´tiquete´ par le 2-tenseur γ, donc il posse`de 2n2 fle`ches, ou` n2 est le nombre de
sommets ae´riens de ce graphe. Pour que W TΓ soit non nul il faut qu’aucune
fle`che ne sorte du graphe interne, et il faut aussi que m2 = 2, ou` m2 est
le nombre de points terrestres du graphe externe. Le nuage contient donc
exactementm−1 points terrestres. Les strates qui ve´rifient ceci se re´partissent
donc en deux classes, celles qui laissent le premier sommet terrestre en-dehors
du nuage, et celles qui laissent le dernier. Un raisonnement similaire a` celui
du paragraphe pre´ce´dent nous donne donc le lemme, aux signes a` pre´ciser
pre`s. Les orientations nous donnent ici un signe (−1)(m−1)+(m−1)+1 = −1
pour le premier terme, et (−1)m−1 pour le deuxie`me terme.
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4.6 Fin de la de´monstration de la proposition 4.1
La proposition 4.1 de´coule de l’addition des termes provenant des quatre
(ou plutoˆt cinq) types de strate (corollaire 4.2, lemmes 4.4 et 4.5). L’addition
des termes donne´s par les strates de type 3 et 4 donnent l’oppose´ du cobord
de Hochschild, soit encore [∗,−].
4.7 Fin de la de´monstration du the´ore`me 1.2
La formule de Stokes 4.2 et les propositions 3.3 et 4.1 fournissent ex-
actement le re´sultat cherche´ a` savoir le the´ore`me 1.2 annonce´, dont on peut
pre´sicer maintenant le cobord. On a donc :
The´ore`me 4.6: Soit α un k1-champ de vecteurs et soit β un k2-champ de
vecteurs. Alors on a avec m = k1 + k2 :
U ′
~γ(α ∪ β)− U
′
~γ(α) ∪ U
′
~γ(β) =
∑
n≥0
~n
n!
∑
∆∈Gn+2,m−1
W˜∆[∗,B∆(α⊗ β ⊗ γ ⊗ · · · ⊗ γ)]
−
∑
n≥0
~
n
n!
∑
∆∈Gn+1,m
W˜∆
(
B∆([α, γ]⊗β⊗γ⊗· · ·⊗γ)+(−1)
k1B∆(α⊗[β, γ]⊗γ⊗· · ·⊗γ)
)
.
(4.17)
Si on a [α, γ] = [β, γ] = 0 le dernier terme est nul, et U ′
~γ(α∪β)−U
′
~γ(α)∪
U ′
~γ(β) est bien donne´ par un cobord de Hochschild pour la multiplication
de´forme´e ∗.
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